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 بر هم نهی  اصل  لنگر اول سطح وروش 

 روش لنگر سطح (روش ممان سطح): . 1

تغییر مکان و دوران نقاط مختلف تیرها و قاب ها مورد استفاده قرار می گیرد. از آنجایی که قضایاي این  این روش براي محاسبه  

روش در ارتباط با سطح زیر نمودار لنگر خمشی است روش ممان سطح یا لنگر سطح نامیده می شود. این روش داراي دو قضیه  

 است که در زیر آن ها را توضیح می دهیم. 

 

از منحنی تغییر شکل یافته یک تیر برابر است با    Bو    Aزاویه بین مماسهاي رسم شده در دو نقطه  اول لنگر سطح:    قضیه.  1-1

Mسطح زیر نمودار 
EI

 . Bو  Aتیر بین دو نقطه  

A B
θA / B 

 

 

A/Bθ   :برابراست با 

Mسطح زیر نمودار  
EI

B   A/Bتا  Aاز   A Bθ = θ − θ =  

 چرخش پاد ساعتگرد داشته است.   Aنسبت به مماس در نقطه    Bمثبت به دست آمد یعنی مماس در نقطه    θاگر بعد از محاسبات 

 

) تا خط مماس برهم  Bفاصله هر نقطه دلخواهی از روي منحنی ارتجائی (تغییر شکل) یک سازه (نقطه  قضیه دوم لنگر سطح:  .1-2

M) برابراست با لنگر اول سطح زیر نمودار  Aنقطه دیگر (نقطه 
EI

 داریم: زیرثال در . به طور مBدر حول نقطه ي  

در منحنی تغییر شکل یافته تیر برابر است با لنگر اول سطح زیر    Bاز یک تیر تا مماس رسم شده از نقطه    Aفاصله قائم بین نقطه 

Mنمودار 
EI

 (و برعکس). Aحول نقطه   Bو   Aتیر بین دو نقطه  

A
B/Aδ

B

PA/Bδ
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طح نمودار Mلنگر اول سـ
EI

A/Bحول   Bتا    Aاز     Aδ ود   = اهده می شـ ته    B/Aδبا A/Bδهمانطور که مشـ ت و وابسـ متفاوت اسـ

 ) لنگرگیري شود. Bیا  Aبه این است که حول کدام نقطه (

با اسـتفاده از مفهوم قضـایاي اول و دوم لنگر سـطح و با اسـتفاده از اصـل بر هم نهی و در نظر گرفتن تغییر شـکل تیرهاي مهم زیر، می  

 توان به حل مسائل این قسمت پرداخت.

L, EI

P
B A B

W

3 2

B B
PL PL
3EI 2EI

δ = θ =
4 3

B B
Wl Wl
8EI 6EI

δ = θ =

M

A

A
B

L,EI

L,EI
C P

BA

2

B B
ML ML
2EI EI

δ = θ =
3 2

C B A
PL PL

48EI 16EI
δ = θ = −θ =

L,EI
A B

W

4 3

C B A
5Wl Wl
384EI 24EI

δ = θ = −θ =

C
BA L, EI

A B
ML ML

6EI 3EI
−

θ = θ =

A B
EI,L

P

3

C A B
PL

192EI
δ = θ = θ = 

L, EI
A

4

C A B
Wl

384EI
δ = θ = θ = 

C

L, EI

M

B

 

 

δc = ML2

32EI
                            δc = 7PL3

768EI
      

 تغییر شکل و شیب تیرهاي مهم
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 در تیر شکل زیر تغییر مکان حداکثر کدام است؟

 
4WL / 3EI (۱ 4WL / 6EI (۲ 4WL /12EI (۳ 42WL / 3EI (٤ 
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 کدام است؟ Cدر تیر شکل زیر تغییر مکان گره 

A

CB
2EI 1000.t.m=

tK 200 m=

1500kg

2m 2m

صلب

 

4 mm (۱ 14 mm (۲ 18 mm (۳ 34 mm (٤ 
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 کدام است؟ Dدر تیر شکل زیر تغییر مکان گره 

1200kg
A B DC

2EIEI

2m 2m 2m

صلب

 

3200 / EI (۱ 6400 / EI (۲ 1600 / EI (۳ 4800 / EI (٤ 
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95اسفند   
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97بهمن   
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99مهر   
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1400مرداد   
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1400مرداد   

 

 

 

 

 

 

 



 تحلیل سازه ها   مدرس: دکتر محمد رضا جوانمردي

 موسسه گسترش علوم مهندسی   

 

@rjavanmardi  

Page | 20 

 
96مهر   
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 سازه هاي نامعین:
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 روش کار مجازي
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 کدام است؟ Aگاه در سازه شکل زیر تغییر مکان تکیه

صلب

P C

BA
EI

0.5L

L 

۱(3PL / 3EI ۲(3PL / 4EI ۳(3PL / 6EI ٤(0 
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و   کل زیر عضـ ازه شـ و   BCدر سـ لب و عضـ ی به مقدار ABصـ لبیت خمشـ 21200داراي صـ t.m   د. تغییر مکان گره  می  Aباشـ

 چقدر است؟

A B

C

صلب

EI
1000kg

3m

4m
 

۱(0 ۲(1cm  ۳(1.5 cm  ٤(0.75 cm  
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 چقدر است ؟ ∆Byصلب است، BCDي قطعه

A B

P

L L L
2

D

C

 
3PL / 24EI (۱ 3PL / 3EI (۲ 3PL /12EI (۳ 3PL / 8EI (٤ 
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93 آبان   
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94مرداد   
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59 شهریور  
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95اسفند   
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96مهر   
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97اردیبهشت   
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98مهر   
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98مهر   
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 مدل سازي با فنر 

 نیروي اعمالی لازم در یک نقطه از سازه به منظور ایجاد تغییر مکان واحد در آن نقطه را سختی گویند. تعریف سختی: 

 سختی انتقالی:   -1

 نیروي لازم براي ایجاد جابجایی واحد انتقالی در یک نقطه می باشد. 

𝐹𝐹 = 𝐾𝐾𝛿𝛿 
𝛿𝛿 = 1 → 𝐾𝐾 = 𝐹𝐹 

 سختی انتقالی براي چند تیر مهم آمده است. 

F

L,EI 3

2 2

3

3

3 3

3

3

12EIK
L

3EILK
a b

L 48EIa b K
2 L

3EILK
a b

L 192EIa b K
2 L

3EIK
L

=

=

= = → =

=

= = → =

=

P

∆ ∆

P

P

∆A BL,EI

ba

ba
L,EI

 

 

 سختی دورانی:  -2

Mبا استفاده از رابطه  Kθ= ×θ   اگر مقدار لنگر را در نقطه اي از سیستم به گونه اي تعیین کنیم که دوران آن نقطه مقدار واحد

 باشد، مقدار عددي سختی دورانی سیستم در آن نقطه با میزان لنگر اعمالی برابر است . 

 آورده شده است:   زیرسختی پیچشی چند تیر پرکاربرد در شکل 
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A

B

L, EI
M B

A

A

A

ML EIK
EI L

ML 3EIK
3EI L

ML 4EIK
4EI L

ML EIK
EI L

θ

θ

θ

θ

θ = → =

θ = → =

θ = → =

θ = → =

A

∆ ∆ B

∆

M

M
A B

∆
M

A

L, EI

L, EI

L, EI B
 

 

  سختی محوري:  -3

در نظر بگیریم تغییر طول میله    Pتحت نیروي کششی   Eو مدول ارتجاعی  Lو طول   Aاگر میله اي مطابق شکل زیر با سطح مقطع 

 برابر است با: 

P

A

B

L,E
A α

PL
EA

∆ =

              

V
B

PL EAK cos
EA cos L

∆ = → = α
α

2
2

∆

∆

P P

       EIK
L

=

 

 فنرهاي موازي  -4

 

𝛿𝛿1 = 𝛿𝛿2 = 𝛿𝛿3 = 𝛿𝛿 
𝑃𝑃 = 𝑃𝑃1 + 𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃3 = 𝐾𝐾1𝛿𝛿1 + 𝐾𝐾2𝛿𝛿2 + 𝐾𝐾3𝛿𝛿3 
𝑃𝑃 = 𝐾𝐾𝑒𝑒𝑒𝑒. 𝛿𝛿 → 𝐾𝐾𝑒𝑒𝑒𝑒. 𝛿𝛿 = 𝐾𝐾1𝛿𝛿 + 𝐾𝐾2𝛿𝛿 + 𝐾𝐾3𝛿𝛿 

→ 𝛫𝛫𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝐾𝐾1 + 𝐾𝐾2 + 𝐾𝐾3 = �𝐾𝐾𝑖𝑖 

P

K1 K2 K3

صلب

مرکز سختی
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 سختی معادل چند فنر موازي برابر است با مجموع سختی فنرها و سهمی که هر فنر از نیرو می برد. برابراست با: 

𝑃𝑃1 =
𝐾𝐾1
𝛫𝛫𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑃𝑃,𝑃𝑃2 =
𝐾𝐾2
𝛫𝛫𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑃𝑃,𝑃𝑃3 =
𝐾𝐾3
𝛫𝛫𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑃𝑃 

 

 فنرهاي سري  -5

در فنرهاي سري نیرو در همه فنرها برابر است و تغییر مکان برابر  

 است با مجموع تغییر مکان هر یک از فنرها: 

𝑃𝑃1 = 𝑃𝑃2 = 𝑃𝑃3 = 𝑃𝑃 

𝛿𝛿 = 𝛿𝛿1 + 𝛿𝛿2 + 𝛿𝛿3 =
𝑃𝑃
𝐾𝐾1

+
𝑃𝑃
𝐾𝐾2

+
𝑃𝑃
𝐾𝐾3

 

𝛿𝛿 =
𝑃𝑃
𝐾𝐾𝑒𝑒𝑒𝑒

→
𝑃𝑃
𝐾𝐾𝑒𝑒𝑒𝑒

= 𝑃𝑃(
1
𝐾𝐾1

+
1
𝐾𝐾2

+
1
𝐾𝐾3

) 

→
1
𝐾𝐾𝑒𝑒𝑒𝑒

=
1
𝐾𝐾1

+
1
𝐾𝐾2

+
1
𝐾𝐾3

= �
1
𝐾𝐾𝑖𝑖

 

P

K1

K2

K3

 

 

عکس سختی معادل چند فنر سري برابراست با مجموع عکس سختی تک تک فنرها. سهم نیرو نیز که دراین حالت در همه فنرها  

 برابراست و فقط جابه جایی فنرها متفاوت می باشد و به سادگی می توان جابجایی درهر فنر را حساب کرد.
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𝐾𝐾𝑆𝑆و سختی فنر  EIچقدر است؟ صلبیت خمشی تیر   Pچقدر است؟ سهم تیر و فنر از نیروي    Bتغییر مکان  = 6𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐿𝐿3
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Sاست و سختی فنر   EIو صلبیت خمشی  Lمی باشد. هر یک از اعضا داراي طول  xyسازه مسطح در صفحه  3

6EIK
L

می   =

  Pو سهم هر یک از اعضا و فنر را از نیروي  Oاعمال شود، تغییر مکان قائم گره   Oبه گره  Zدر راستاي محور  Pباشد. چنانچه بار 

 به دست آورید. 
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95شهریور   
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96مهر   
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97بهمن   
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97اردیبهشت   
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97اردیبهشت   
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چقدر است؟ نیروي فنر چقدر است؟    Eدر سازه زیر تغییر مکان  

2چقدر است؟ سختی فنر   Bتغییر مکان 

12EI
L

 می باشد.  
B
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 تست هاي متنوع از 3 روش بالا: 

 در سازه روبرو تغییر مکان حداکثر چقدر است؟

1(
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Bx∆ چقدر است ؟ 

۱(
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۲(
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 چقدر است؟  Bدر شکل زیر تغییر مکان مفصل 

۱(
3PL
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۲(
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EI = Constant
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چقدر اسـت      (فقط ناشـی از   2در سـازه   Bو    Aبه تغییر فاصـله   1در سـازه   Bو    Aنسـبت تغییر فاصـله  

 خمش) ؟
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در تیر شـکل مقابل تغییر مکان در سـمت چپ  

A کدام است؟  mmبرحسب  Bمفصل برشی 
B

C

3ton
2EI 1000 t.m= =

1m1m2m 

۱(0 ۲(6 ۳(5 ٤(3 
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 چقدر است؟   BCMدرسازه زیر 
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 ، تغییر شکل محوري تیرها ناچیز می باشد.ثابت EIکدامند؟  Bو  Aدر سازه نشان داده شده جابجایی نسبی 
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94بهمن   
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 تقارن در سازه ها 

 

 

یک نمونه از   زیرتقارن محوري: سازه از لحاظ شکل هندسی، خواص الاستیک و تکیه گاهها حول یک محور تقارن داشته باشد. شکل 

گونه سازه ها و محور تقارن آن ها را نشان می دهد.  این  

محور تقارن

EI,L

EI,L2

EI,L

∆∆  
 

 بارگذاري  سازه :  

 یک سازه متقارن محوري داراي دو نوع بارگذاري است. 

بارگذاري متقارن  -1  

بارگذاري پادمتقارن  -2  

نشان داده ایم. زیر  در حالت ساده این بارگذاري ها را با ذکر دو مثال در  

 

P P
M M

بارگذاري متقارن بارگذاري پاد متقارن

P P
M M

FF FF

 
 

 

P M

بارگذاري متقارن بارگذاري پاد متقارن
∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

 
 

 

هر سازه اي که از لحاظ شکل هندسی متقارن بوده ولی داراي بارگذاري کلی باشد می توان به یک سازه با بارگذاري متقارن بعلاوه  

کنید.  این تبدیل را براي چند بارگذاري مشاهده می  زیر متقارن تبدیل کرد. در شکل  یک سازه با بارگذاري پاد   
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P

P

+
≡بارگذاري متقارن بارگذاري پاد متقارن

∆ ∆ ∆ ∆

P
2

P
2

∆ ∆

P
2

P
2

≡

P
2

P
2

P
2

P
2

+

بارگذاري متقارن بارگذاري پاد متقارن

∆ ∆∆

W

∆ ∆∆

W
2

+
∆ ∆∆

W
2

بارگذاري متقارنبارگذاري پاد متقارن

∆ ∆

≡

≡ +∆ ∆
بارگذاري متقارن

∆ ∆
بارگذاري پاد متقارن

W
2

W
2

W
2

W

 
 تبدیل هر گونه بارگذاري در سازه متقارن به یک بارگذاري متقارن و یک بارگذاري پاد متقارن 

 

نیاز به تحلیل کل سازه نیست، بلکه فقط کافی است نصف آن را   در یک سازه متقارن با بارگذاري متقارن یا پادمتقارن

 تحلیل کرده و از نتایج آن براي تحلیل نصف دیگر استفاده کرد. 
 

 تحلیل سازه هاي متقارن محوري با بارگذاري متقارن: 

را که در یک طرف محور تقارن در نظر بگیریم، تصویر آینه اي آن در طرف دیگر وجود دارد. پس اگر   در این حالت هر کمیتی 

 یک برش را بر روي محور تقارن در نظر بگیریم با توجه به نکته فوق الذکر: 

A

B

P

C

D

P

E

M

F F

M

 
 

 

 چند نکته:  

در نقطه   ک برشی تکیه گاهی غلطدر صورتی که در سازه اصلی در محل محور تقارن تکیه گاه یا عضوي عبور نکند کافی است  -1

 وسط سازه قرار دهیم.
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∆yدر صورتی که در سازه اصلی در محل محور تقارن تکیه گاهی وجود داشته باشد از آنجا که شرط  -2 قبلی   نیز به شرط  0=

 افزوده می شود تکیه گاه به تکیه گاه گیردار تبدیل می شود.

در صورتی که در سازه اصلی محور تقارن از محور طولی یک عضو عبور کند بایستی در نقطه تقارن سختی محوري و خمشی عضو   -3

د یک تکیه گاه گیردار غلطکی و یک  قطع شده را نصف کنیم. اگر از سختی محوري صرفنظر شود تکیه گاه گیردار و اگر صرفنظر نشو

 فنر با سختی برابر نصف سختی محوري عضو قرار داد.  
W

L
≡

L
2
PP

L
EA

≡

AE
2L or

L
AE
2

∆ ∆ ∆∆
LL

L
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∆ ∆ ∆∆
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∆

∆ ∆
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∆ ∆
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∆

P

≡

∆

P

PP

∆
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≡L
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W W

L
2

L
2

L
2

 
تقارن بار متمرکز داشته باشیم وقتی سازه را نصف می کنیم بایستی این بار را نیز نصف کنیم. اگر درنقطه  -4  

 

 

 تحلیل سازه هاي متقارن محوري با بارگذاري پاد متقارن: 
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در نقطه تقارن  پس براي تحلیل سازه کافی است که سازه را از نقطه تقارن نصف کرده و فقط نصف سازه را تحلیل می کنیم ولی باید 

 شرایط مرزي زیر در نظر گرفته شود.

در صورتی در سازه اصلی در محل تقارن، تکیه گاه یا عضوي عبور نکند کافی است تکیه گاهی غلطکی در نقطه وسط سازه قرار   -1

 دهیم.

 

دقیقاً همان تکیه گاه را در سازه   در صورتی که در سازه اصلی، در محل محور تقارن تکیه گاه غلطکی یا مفصلی وجود داشته باشد  -2

 جدید قرار می دهیم.  

در صورتی که در سازه اصلی محور تقارن از محور طولی یک عضو عبور کند کافی است سختی محوري و خمشی عضو وسطی را   -3

 نصف کنیم.  
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 چقدر است؟  A لنگر در  زیر درسازه 

B
CA
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چقدر است؟  ي گیردار عکس العمل هر یک از تکیه گاهها   
W

∆∆∆

L L L L
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